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Das Unendliche ist unintuitiv

OWO-Vorlesung, 6. Oktober 2025
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Das Summenzeichen

SeilenneNund ay, a1, @, ..., an €R

Dann

n
Zak:a1+ag+a3+---+an
k=1

Allgemeiner Fir p € {0,1,2,...,n}

n
Y ak=ap+ a1+ a2+ +an
k=p

R. Haller| Endlos summieren?



Unendlich Summieren

Kann man unendlich viele Zahlen aufsummieren?

@,

dDr=141+14141+1+...
k=1

R. Haller| Endlos summieren?



Unendlich Summieren

Kann man unendlich viele Zahlen aufsummieren?

S 1=1+1+1+1+1+1+... =co So nicht! Zu viel
k=1
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Unendlich Summieren DARMSTADT
Kann man unendlich viele Zahlen aufsummieren?

i1 = 14+1+1+14+1+14+... =00 So nicht! Zu viel

k=1
Vielleicht so

DD =1-1+1—141-1+ ..
k=0
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Unendlich Summieren

Kann man unendlich viele Zahlen aufsummieren?

S 1=1+1+1+1+1+1+... =co So nicht! Zu viel
k=1

Vielleicht so

DD =1-1+1—141-1+ ..
k=0

1-1)+(1-1)+1=-1)+---=0

R. Haller| Endlos summieren?
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Unendlich Summieren DARMSTADT
Kann man unendlich viele Zahlen aufsummieren?

i1 = 14+1+1+14+1+14+... =00 So nicht! Zu viel

k=1
Vielleicht so

DD =1-1+1—141-1+ ..
k=0

A-1)+(1-1)+1=-1)+---=0
T+ ( 1+ D)+ (T + D)+ (1 +1)+ =1

R. Haller| Endlos summieren?
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Unendlich Summieren DARMSTADT
Kann man unendlich viele Zahlen aufsummieren?

i1 =1+14+1+14+1+1+... =00 So nicht! Zu viel

k=1
Vielleicht so
i(—ﬂk =1-1+1-141—-14... Nein! WillkGrliches Ergebnis
k=0

(A=1)+(1 -1+ —1)+---=0
T4 (1 +1)+ (1 +1)+ (-1 +1) 4 =1

R. Haller| Endlos summieren?
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> 1 1 1 1 1 1

> ) =14t =7
l;)zk Ttotatgtietaat

Ergibt das Sinn?

R. Haller| Endlos summieren?



Neuer Versuch

1 1 1 1 1 1
> = T ="
kz_ozk PR BT A

Ergibt das Sinn?

1/2
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Neuer Versuch

1 1 1 1 1 1
> = T ="
kz_ozk PR BT A

Ergibt das Sinn?

1/2

1/4
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Neuer Versuch

1 1 1 1 1 1
> = T ="
kz_ozk PR BT A

Ergibt das Sinn?

1/2

1/8

1/4
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Neuer Versuch

1 1 1 1 1 1
> = T ="
kz_ozk PR BT A

Ergibt das Sinn?

1/2

1/8

1/4
1/16

R. Haller| Endlos summieren?



Neuer Versuch

1 1 1 1 1 1
> = T ="
kz_ozk PR BT A

Ergibt das Sinn?

1/2

1/8

174 1/32

1/16

1/64 [

R. Haller| Endlos summieren?



Neuer Versuch

1 1 1 1 1 1
> = T L.=2
kz_ozk PR BT A

Ergibt das Sinn?  Ja!

1/2

1/8

174 1/32

1/16

1/64 [

R. Haller| Endlos summieren?



Neuer Versuch

1 1 1 1 1 1
> = T L.=2
;Ozk PR BT A

Ergibt das Sinn?  Ja!

1/2

1/8

174 1/32

1/16

1/64 [

Vermutung: Die Zahlen miissen klein werden.

R. Haller| Endlos summieren?
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1
LD

=\

167

2592
g

e

Neuer Versuch

> 1 1 1 1 1 1
o — = — =
kz_ozk Ttotatgtigtat =2

> 1 1 1 1 1 1
= — = S e
;k 1+2+3+4+5+6+

Vermutung: Die Zahlen miissen klein werden

R. Haller| Endlos summieren?
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10
8_
6—

y
4—
2_
© ZOIOO ' 4OIOO ' 6OIOO ' 8OIOO ' IO(I)OO

R. Haller| Endlos summieren?
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Neuer Versuch

oo

Zl 1+ LAPIRLEL L
k= 4 8 16 32

k=0

— 1 1 1 1 A
> =1

k; i1 statztgtgt

Vermutung: Die Zahlen miissen klein werden

R. Haller| Endlos summieren?
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Neuer Versuch DARMSTADT

>i1—1_|_1_|_1_|_1_|_1_|_1_|_1_|_1
Z«k~ 237456 7 8

Vermutung: Die Zahlen miissen klein werden

R. Haller| Endlos summieren?
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Neuer Versuch DARMSTADT

>i1—1_|_1_|_1_|_1_|_1_|_1_|_1_|_1
k 2 3 4 5 6 7 8
k=1 N——

—1
2

1 1 1 1 1

1
o T T2 T3 T1at5 16

EN(N

>2-
1

+=+

O| =

Vermutung: Die Zahlen miissen klein werden

R. Haller| Endlos summieren?
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Neuer Versuch DARMSTADT

Dk 2 4 8 16 32
k=0
> 1 1 1 1 1 1 1 1
> — _ _ o _ _ _
;;k 1+ 3 3+4+§+6+7+%
>2.3=> >4-5=3
-ﬂ+l+l+1+1+1+1+l+
9 10 11 12 13 14 15 16

Vermutung: Die Zahlen miissen klein werden

R. Haller| Endlos summieren?
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Neuer Versuch DARMSTADT

ok 2 4 8 16 32
k=0
> 1 1 1 1 1 1 1
> — _ _ o _ _ _
2 k=1tat3titstet7ts
k:1 \/_/ -~ W
225=2 >45=2

Vermutung: Die Zahlen miissen klein werden
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Neuer Versuch DARMSTADT

ok 2 4 8 16 32
k=0
> 1 1 1 1 1 1 1
> — _ _ o _ _ _
2 k=1tat3titstet7ts
k:1 \/_/ -~ W
225=2 >45=2

Vermutung: Die Zahlen miissen klein werden

R. Haller| Endlos summieren?
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Neuer Versuch DARMSTADT
> 1 1 1 1 1 1
[ = — 4+ — 4 = —
kz_%zk T +otztgtetat =2
> 1 1 1 1 1 1 A1
> R _ T T T T I
> x=1+t3+t3+t3t5t5 713
k:1 R/_/ -~ "
2252 >45=2
L L L L L
9 10 11 12 13 14 15 16 \ )
28 15=2
= oo  Wieder nicht! (harmonische Reihe)
Vermutung: Die Zahlen miissen klein werden Reicht nicht!

R. Haller| Endlos summieren?
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Was heif3t das? DARMSTADT
= i l 1 + + — 1 + — 1 + l +...=2 erqgibt endlichen Wert
2ok~ 478" 16 J
>§:1—1+ +1+1+1+1+ = oo wird zu grof3
2 3747576 T 9

R. Haller| Endlos summieren?
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Was heif3t das? DARMSTADT
i l 1 + + — 1 + — 1 + l +...=2 erqgibt endlichen Wert
ok~ 478" 16 J
= 1T 1 1 1 1 .
>Zk—1+2+3+4+5+6+ .=o00 wird zu grof3

Vermutung 2: Die Zahlen missen schnell genug klein werden
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i UNIVERSITAT
Was heif3t das? DARMSTADT
i l 1 + + — 1 + — 1 -+ l + ... =2 erqgibt endlichen Wert
ok~ 478" 16 J
>§: —1+1+1+1+1+1+ . =00 Wwird zu grof3
P > t37275 76 J

Vermutung 2. Die Zahlen miissen schnell genug klein werden

Mathematische Fragen

» Wie sieht man den summierten Zahlen an welcher Fall vorliegt?
» Wie ,misst“ man das ,schnell genug“?
» Welche Summen sind spannende Grenzfalle?

» Wie sieht es mit Verallgemeinerungen aus? Kann man z.B. auch
Vektoren, Funktionen, ... unendlich summieren? Wenn ja, was
hei3t dann ,klein“?

R. Haller| Endlos summieren?
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Summen-Ratespiel DARMSTADT
alle nat. Zahlen i1—1+1+1+1+1+ = wird zu grof3
' 2k~ T2T3TaTs T T J
2er-Potenzen i l =1+ 1 + 1 + 1 + l —+ =2 bleibt endlich
— ok 2 4 8 16

1 1 1 1 1 1
dratzahl =l =
Quadratza en;l@ +7ts5t et tag T

R. Haller| Endlos summieren?



7 TECHNISCHE
UNIVERSITAT

Summen-Ratespiel DARMSTADT
alle nat. Zahlen i1—1+1+1+1+1+ = wird zu qgrof3
' 2k~ T2T3TaTs T T J
2er-Potenzen i l =1+ 1 + 1 + 1 + l + =2 Dbleibt endlich
— ok 2 4 8 16

1 1 1 1 1 1 2

r hlen — =1+-+-—4+ =4+ =4+ —=4+...= —

Quada’[zaezjk2 +t7tgTetaEtagt 5

k=1

R. Haller| Endlos summieren?
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Summen-Ratespiel DARMSTADT
alle nat. Zahlen i1—1+1+1+1+1+ = wird zu grof3
' 2k~ T2T3TaTs T T J
2er-Potenzen i l =1+ 1 + 1 + 1 + l + = 2 Dbleibt endlich
cw2k 24 8 16

1 1 1 1 1 1 2

adratzahlen — =14+ -4 -4+ —4 — 4+ —+...= —

Quadratz /;"2 29 16 25 38" 6

. = 1 1 1 1 1 1 1 1
Primzahlen Z ——§+§+5+?+ﬁ+ﬁ+ﬁ—|—_
p=1,p prim
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Summen-Ratespiel DARMSTADT
alle nat. Zahlen i1—1+1+1+1+1+ = wird zu grof3
' 2k~ T2T3TaTs T T J
2er-Potenzen il—1+1+1+1+l+ = 2 Dbleibt endlich
cw2k 24 8 16
1 1 1 1 1 1 2
adratzahlen — =14+ -4+ 4 =4+ —=4+...= —
Quadratzahle /;"2 29 16 25 38" 6
. -1 1 1 1 1 A1 1 1
Primzahlen )" S =statgtstg Tttt =X

p=1,p prim

R. Haller| Endlos summieren?
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Summen-Ratespiel DARMSTADT
alle nat. Zahlen i1—1+1+1+1+1+ = wird zu qgrof3
' 2k~ T2T3TaTs T T J
2er-Potenzen i l =1+ 1 + 1 + 1 + l + = 2 Dbleibt endlich
cw2k 24 8 16
1 1 1 1 1 1 2
adratzahlen — =14+ -4 -4+ —4 — 4+ —+...= —
Quadratz /;"2 29 16 25 38" 5
. -~ 1 1 1 1 1 1 1 1
Primzahlen Z S =statgtstg Tttt =X
p=1,p prim

Zahlen ohne Ziffer 9

I T
2 3 4 5 6 7 8 10
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Summen-Ratespiel DARMSTADT
alle nat. Zahlen i1—1+1+1+1+1+ = wird zu qgrof3

' 2k~ T2T3TaTs T T J
2er-Potenzen i l =1+ 1 + 1 + 1 + l + = 2 Dbleibt endlich
— ok 2 4 8 16
1 1 1 1 1 1 2
adratzahlen — =1+-+-—4+ =4+ =4+ —=4+...= —
Cuadratz /;"2 L7 T T T 5
. -~ 1 1 1 1 1 1 1 1
Primzahlen Z =5t tptstygtgtmt =X
p=1,p prim
Zahlen ohne Ziffer 9
i 1 1 1 1 1 1 1 .
1+-4+-+-F+=-+=-+=+=-4+-—=+4... =77 (weniger als 80)

2 3 4 5 6 7 8 10

R. Haller| Endlos summieren?
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Wechselnde Vorzeichen

Andere Moglichkeit: Wechselnde Vorzeichen heben viel weg.
i(—nk+1 1T 1 1 1 1 1 1 1

K
k=1

=1T2t3 7 4t5 6t7 879 T

R. Haller| Endlos summieren?
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1
LD

=7\

:(@T il

5ol
T

e

Wechselnde Vorzeichen

Andere Moglichkeit: Wechselnde Vorzeichen heben viel weg.

i(_1)k+1_1_1_|_1_l_|_1_1_|_1_1_|_1__|_
k:1k_23456789"'

R. Haller| Endlos summieren?
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Wechselnde Vorzeichen

Andere Moglichkeit: Wechselnde Vorzeichen heben viel weg.
i(—nk+1 11 1 11 1 1 1

K
k=1

(alternierende harmonische Reihe)

R. Haller| Endlos summieren?



*; TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Wechselnde Vorzeichen

Andere Moglichkeit: Wechselnde Vorzeichen heben viel weg.
i(—nk+1 1_1 1 1 1 1 1 1 1

> 3 4 5 6 7 §—|—§—+...:|oge(2):|n(2)

(alternierende harmonische Reihe)

Solche unendlichen Summen sind richtig verrickt

R. Haller| Endlos summieren?
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Wechselnde Vorzeichen DARMSTADT

o G DAL I I N I I O I B B
> = 1—3t3—7tsgt7gtg + - = lo&(2) =In(2)

(alternierende harmonische Reihe)

Solche unendlichen Summen sind richtig verrickt

Sagen Sie mir eine Zahl x . ..

R. Haller| Endlos summieren?
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Alternierende Summen sind noch viel
verruckter...

Der gro3e Riemann’sche Umordnungssatz besagt:

Man kann die Summanden von

1 1 1 1 1 1 1 1
1—é—l—g—z“rg—64‘?—@“"5_“"---—loge(2)_|n(2)

SO umsortieren, dass die Summe x ergibt!

R. Haller| Endlos summieren?



Alternierende Summen sind noch viel
verruckter...

Der gro3e Riemann’sche Umordnungssatz besagt:

Man kann die Summanden von

11 1 1 1 1 1
L L — In(2
l—stg—gts gts gtg + log.(2) = In(2)

SO umsortieren, dass die Summe x ergibt!

R. Haller| Endlos summieren?



Alternierende Summen sind noch viel
verruckter...

Der gro3e Riemann’sche Umordnungssatz besagt:

Man kann die Summanden von
i1 1 1 1 1 1 1
i N — |n(2
l—s+3- 27+t gT7 gtg + log.(2) = In(2)

SO umsortieren, dass die Summe x ergibt!

R. Haller| Endlos summieren?
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Alternierende Summen sind noch viel
verruckter...

Der gro3e Riemann’sche Umordnungssatz besagt:

Man kann die Summanden von
i1 1 1 1 1 1 1

1_§+§_Z+g—6+?—§+§—+...:Ioge(2):|n(2)

SO umsortieren, dass die Summe x ergibt!

1—|—§—|—5—|—7—|—§—|—..
_1_1_1_1_l_ —_1(1_|_1_|_1_|_1_|_1_|_ )
2 4 6 8 10 2 2 3 4 5

R. Haller| Endlos summieren?
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Alternierende Summen sind noch viel
verruckter...

Der gro3e Riemann’sche Umordnungssatz besagt:

Man kann die Summanden von
i1 1 1 1 1 1 1

1_§+§_Z+g—6+?—§+§—+...:Ioge(2):|n(2)

SO umsortieren, dass die Summe x ergibt!

I+g+g+tz+gt
1 1 1 1 l_ —_1(1_|_1_|_1_|_1_|_1_|_ )_—OO
2 4 6 8 10 2\ '2'3 ' 4'5 )"

N~

harmonische Reihe

R. Haller| Endlos summieren?
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Alternierende Summen sind noch viel
verruckter...

Der gro3e Riemann’sche Umordnungssatz besagt:

Man kann die Summanden von
i1 1 1 1 1 1 1

1_§+§_Z+g—6+?—§+§—+...:Ioge(2):|n(2)

SO umsortieren, dass die Summe x ergibt!

L L L L L
3 5 7 9 —2 4 o6 8 10
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
274 6 8 10 }5\(”?5*2*5* ) =0

harmonische Reihe

R. Haller| Endlos summieren?
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Wie erreichen wir nun die Summe x? DARMSTADT

Das Baumaterial
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1—|—§—|’5+7+§—|—11 —|‘13—|‘15—|—17+E+§—|—...:—|—OO

R. Haller| Endlos summieren?
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Wie erreichen wir nun die Summe x? DARMSTADT
Das Baumaterial

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B
—|‘§—|‘§+7+§—|‘11—|—13—|—15—|—17+E+§—|—...——|—OO
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
———————————————— = —O

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
» Addiere solange positives Material bis Summe groB3er x

R. Haller| Endlos summieren?
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Wie erreichen wir nun die Summe x? DARMSTADT
Das Baumaterial

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B
—|‘§—|‘§+7—|—§—|‘11—|—13—|—15—|—17+E+§—|—...——|—OO
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
———————————————— = —O

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
» Addiere solange positives Material bis Summe groB3er x
» Subtrahiere negative Beitrage bis Summe wieder kleiner x

R. Haller| Endlos summieren?
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Wie erreichen wir nun die Summe x? DARMSTADT
Das Baumaterial

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B
—|‘§—|‘§+7—|—§—|‘11—|—13—|—15—|—17+E+§—|—...——|—OO
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
———————————————— = —O

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

» Addiere solange positives Material bis Summe groB3er x

» Subtrahiere negative Beitrage bis Summe wieder kleiner x
» Wieder bis Summe gréB3er x addieren

R. Haller| Endlos summieren?
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Wie erreichen wir nun die Summe x? DARMSTADT

Das Baumaterial

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B
—|‘§—|‘§+7—|—§—|‘11—|—13—|—15—|—17+E+§—|—...——|—OO
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

» Addiere solange positives Material bis Summe groB3er x

» Subtrahiere negative Beitrage bis Summe wieder kleiner x
» Wieder bis Summe gréB3er x addieren

> U.S.w.
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Wie erreichen wir nun die Summe x? DARMSTADT

Das Baumaterial
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1—|—§—|’5+7—|—§—|—11 —|‘13—|‘15—|—17+E+§+...:—|—OO

1T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B
274 6 8 10 12 14 16 18 20 22 7

» Addiere solange positives Material bis Summe groB3er x

» Subtrahiere negative Beitrage bis Summe wieder kleiner x

» Wieder bis Summe gréB3er x addieren

> U.S.w.
Man beachte

» Jeder Schritt endet nach endlich vielen Summanden

» D.h. es bleibt immer Material Gbrig

» Die Beitrage werden immer kleiner

» D.h. die Naherung von x wird immer besser

R. Haller| Endlos summieren?
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Ein Beispiel DARMSTADT
1 1 1 1 1 1 1 1
Betrachte: 1 — - — + - — = — = b .=

2 4 3 6 8 5 10 12
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Ein Beispiel

1 1 1 1 1 1 1 1
I [ .=
Betrachte: 1 571 376 8 5770 12 :

k=1 k=2 k=3

\

Jeder Dreierblock ist von der Form

1 1 1
2k —1 2(2k—1) 2(2k—-1)+2

R. Haller| Endlos summieren?
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Ein Beispiel

1 1 1 1 1 1 1 1
I [ .=
Betrachte: 1 571 376 8 5 10 12 :

k=1 k=2 k=3

\

Jeder Dreierblock ist von der Form

1 1 _1( 1 _L)
2k —1 2(2k—1) 2@2k—1)+2 2\2k—1 2k

R. Haller| Endlos summieren?
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Ein Beispiel

1 1 1 1 1 1 1 1
I [ .=
Betrachte: 1 571 376 8 5 10 12 :

k=1 k=2 k=3

\

Jeder Dreierblock ist von der Form

1 1 _1( 1 _L)
2k —1 2(2k—1) 2@2k—1)+2 2\2k—1 2k

Also

R. Haller| Endlos summieren?
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Ein Beispiel

_ 1 1 1 1 1 1 1 1
Betrachte.j—E—Zj 376 8 5 10 12

k=1 k=2 k=3

Jeder Dreierblock ist von der Form

1 1 1 1, 1 1
2k — 1 _2(2k—1)_2(2k—1)+2:§(2k—1 _ﬂ)
Also
=30-D) +36-D 1G-De

~ 2
—1(1 LI R )
=5 :

R. Haller| Endlos summieren?



7 TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Ein Beispiel

_ 1 1 1 1 1 1 1 1
Betrachte.j—E—Zj 376 8 5 10 12

k=1 k=2 k=3

Jeder Dreierblock ist von der Form

1 1 1 1, 1 1
2k — 1 _2(2k—1)_2(2k—1)+2:§(2k—1 _ﬂ)
Also
=30-D) +36-D 1G-De

T2
1 i 1 1 1 1 1

R. Haller| Endlos summieren?



